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Motivation

Ein Problem bei der Anwendung der klassischen Bubnov-Galerkin
FEM ist deren Netzabhängigkeit. Für ein qualitativ hochwertiges
Ergebnis wird ein unverzerrtes Netz benötigt, was jedoch nicht im-
mer gewährleistet werden kann. Hier wird daher eine mögliche Lö-
sung für dieses Problem untersucht, die auf einer Petrov-Galerkin
FE-Formulierung basiert.

Grund für Netzabhängigkeit [1]

Die Approximation des Verschiebungsfelds bei Verwendung des
8-Knoten Serendipity-Elements (QUAD8), einer Bubnov-Galerkin
FE-Formulierung, lautet

uh,e1 =

8∑
a=1

N̂au1a = γ1 + γ2ξ + γ3η + γ4ξ
2 + γ5η

2 + γ6ξη + γ7ξ
2η + γ8ξη

2.

Ein quadratisches Verschiebungsfeld hat bei einer Winkelverzer-
rung des Elements allerdings die Form

ue1 = δ1 + δ2ξ + δ3η + δ4ξ
2 + δ5η

2 + δ6ξη + δ7ξ
2η + δ8ξη

2 + δ9ξ
2η2.
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Abbildung 1: 8-Knoten Element unter Winkelverzerrung.

Vergleicht man, unter Vernachlässigung der von ξ und η unabhän-
gigen Konstanten δ1−δ9 bzw. γ1−γ8 , die Terme höchster Ordnung,
erkennt man, dass das QUAD8 nicht in der Lage ist, ein quadrati-
sches Verschiebungsfeld exakt zu approximieren, da der ξ2η2-Term
fehlt.

Petrov-Galerkin FE-Formulierung [2]

Approximation der Testfunktion:

ve ≈ vh,e =

8∑
j=1

N̂jv
e
j

mit parametrischen Formfunktionen, analog zur klassischen
Bubnov-Galerkin FE-Formulierung.
Approximation der Lösungsfunktion:
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mit metrischen Formfunktionen:
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Durch die Verwendung von zwei verschiedenen Gruppen von
Formfunktionen (N̂j und M e

i ) ist die Steifigkeitsmatrix im Allge-
meinen unsymmetrisch und die Elementformulierung wird als
unsymmetrisches 8-Knoten-Element (US-QUAD8) bezeichnet.

Numerische Untersuchungen

Scheibe unter reiner Biegung
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Abbildung 2: Unverzerrtes Netz mit QUAD8 bzw. US-QUAD8
(oben), verzerrtes Netz mit QUAD8 (mitte) und verzerrtes Netz mit
US-QUAD8 (unten).
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Abbildung 3: Cooks-Membran mit E = 1,0 · 107, ν = 0,3, F = 80
(links) und Verschiebung uy in Abhängigkeit der Anzahl an Frei-
heitsgraden NFHG (rechts).
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Abbildung 4: Zeit zum Aufbau der STEMA (links) bzw. zum Lö-
sen des LGS (rechts) in Abhängigkeit der Anzahl an Freiheitsgra-
den NFHG.
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