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Hinweise:

Bitte schreiben Sie deutlich lesbar. Zeichnungen miissen sauber und tber-
sichtlich sein. Die Benutzung roter und griiner Farbstifte ist nicht zugelas-
sen.

Aufgaben werden nur beurteilt, wenn sie auf den ausgegebenen Blattern
gelost sind. Eventuell abgegebene Formelsammlungen werden als nicht vor-
handen betrachtet. Trennen Sie die Aufgabenblatter nicht auf.

Bei den Aufgaben muss eindeutig der Losungsweg erkennbar sein. Ein Er-
gebnis ohne Losungsweg wird nicht bewertet. Sollten fiir eine Aufgabe meh-
rere widerspriichliche Losungen angegeben sein, so wird keine bewertet.
Streichen Sie deshalb falsche Rechenschritte oder Zeichnungen durch.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite.

Aufgabe 1 2 3 >
Punkte

Korrektur

(Eintrag erfolgt durch Institut)
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1. Aufgabe: (ca. 15 % der Gesamtpunkte)

a) Losen Sie folgende Differentialgleichung:

mi + di + kx = E mit x(t=0)=0 und (t=0)= v

Dabei sind die Koeffizienten m, d, k und F; gegeben und konstant.

b) Warum ist die Steifigkeitsmatrix in der Baudynamik symmetrisch?

c¢) Wie kann man gekoppelte Bewegungsgleichungen entkoppeln?

)
)

d) Was versteht man unter Schwingungstilgung?

e) Was ist Resonanz? Was hat die Vergroerungsfunktion damit zu tun?
)

f) Was versteht man unter der Bequemlichkeitshypothese?



Musterlosung - Aufgabe 1

a) Homogene Losung (in Eigenzeit):

zp(7) = exp(—D7) (A cos(vT) + Bsin(vr))

d
= VITD®
2V km

mit D =

Partikuldre Losung (vom Typ der rechten Seite) :

Fy
CL’p = ?
Gesamtlosung;:
, Fy
z(T) = xp(7) + 2, = exp(—D7) (Acos(vT) + Bsin(vr)) + -
Anfangsbedingungen:
z(r=0)=
Fy
SA=——
k
it =0) = vy
& —DA+ By = \;0?
o B — DFO Vo

kv +y\/5

b) Unter der Annahme kleiner Auslenkungen lasst sich die potentielle Energie in quadrati-
scher Form

1
V= Z Z §QiKijQJ
i

schreiben, wobei K die Steifigkeitsmatrix und g die Minimalkoordinaten darstellen. Somit
gilt fiir beliebige Indizes 7, j
2
0q;0q;

Da die partiellen Ableitung vertauschbar sind (Satz von Schwarz), folgt die Symmetrie
von K.

¢) Dazu verwendet man die modale Transformation

d) Unter Schwingungstilgung versteht man die Erweiterung eines dynamischen Systems um
weitere Feder-Masse Elemente, um das Resonanzproblem zu vermeiden.



e) Resonanz tritt dann auf, wenn die Erregerfrequenz (2 mit einer Eigenfrequenz des Systems
w; zusammenféllt. Die VergroBerungsfunktion beschreibt dein Einfluss der dufleren Erre-
gung auf die Amplitude der Schwingung. Bei Resonanz treten maximalen Amplituden
auf.

f) Im Kontext der sogenannten Rayleigh-Dampfung versteht man unter der Bequemlichkeits-
hypothese, dass man die Dampfungsmatrix D aus einer Linearkombination von Massen-
matrix M und Steifigkeitsmatrix K bestimmen kann.
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Aufgabe 2 (ca. 60% der Gesamtpunkte)

Ein Korper mit der Masse m bewegt sich ohne Reibung entlang einer horizontalen Flache. Er
ist iiber zwei Federn mit identischen Federsteifigkeiten ¢ an starre Wande angeschlossen. Ein
Pendel mit der gleichen Masse m und der Lange [ ist im Punkt O drehbar befestigt. Das Pendel
ist als Massenpunkt zu betrachten, der Pendelstab ist masselos.

cl

Gegeben: m, g,1, ¢, mg = —, g

2

Berechnen Sie unter Verwendung der generalisierten Koordinaten = und 6:

a)

b)

c)

die linearisierten Bewegungsgleichungen des System, indem Sie von den Lagrange Glei-
chungen 2. Art ausgehen.

die zugehorigen Eigenvektoren und FEigenfrequenzen des Systems einschliellich zweier
Abschatzungen mittels Rayleigh-Quotienten,

die Amplituden der stationidren Schwingungsantwort des Systems, wenn eine Erregerkraft
der Form

F = Fycos(Qt)
auf den Korper in z-Richtung wirkt,

die Losung der Bewegungsgleichungen ohne Erregung mit Hilfe der modalen Transforma-
tion und den folgenden Anfangswerten:

i(t=0)=0, At=0)=0, 6(t=0)=0undz(t=0)=mx.

Hinweis:

Ab Aufgabenteil b) kann davon ausgegangen werden, dass freie Schwingungen des Systems
durch Differentialgleichungssystem

Mz + Kx =0



beschrieben werden. Dabei werden die kinematischen Grofien im Vektor

s

zusammengefasst. Die Massenmatrix kann im Weiteren als

2m  ml
M —
ml mil?

angenommen werden, analog wird die Steifigkeitsmatrix definiert als

2¢c 0
K = :
[O mgl]
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Musterlosung - Aufgabe 2

a) Potentielle Energie:

1
V =—mgl cos(f) + 2 [2 cx2]

Kinetische Energie:

Ortsvektoren der Schwerpunkte:

Wagen:
Pendel:

Aus den Ortsvektoren folgt:

lezi‘ex

|£i31‘2 :x-2

xy = [v+ [ sin(f)] e, — [l cos(0)] e,

Ty = {m + [ cos(0) 9} e, + {l sin(6) 9} e,
5|2 = &2 4 2801 cos(h) + 12 6?

. 1 .
T=mi*+ miOl cosb + §ml262

Lagrangefunktion:

Bewegungsgleichungen:

d (oLy oL _
dt \ 0z or



aiZQmﬁc—F mél cosf
0%

d (0L ; " A2
T <8x> =2mz+ ml |0 cosd — sin6 0

oL

= —2cx
d (oL oL
dt \ 0% or

2mi + mll cos® — mlsinfb?+2cx =0

L .

a—.:mx’lcos@—f— mi*é

00

(ft (?30) =ml {x cosf — @ sinf 0|+ mi*o
)9 )
;:—mielsine—mglsme

d (oL) oL _,
dt \ 96 00

mli cos®+ mi20+ mglsinh =0

Gleichgewichtslage:
2ce=0 & x=0
mglsinf=0 <& 6=0
Linearisierung: )
2mi+ mlO+ 2cx =0
mli+ ml20+mglod=0
N 2m ml | |2 N 2c 0 x| 0O
ml mi?| |6 0 mgl||0] |0
b) Ansatz:
x(t) = ay cos(wt — 1) 0(t) = as cos(wt — 1)
x(t) = — a1 w? cos(wt — 1) 0(t) = — ayw? cos(wt — 1)
Eigenfrequenzen:
2mi+ mll+ 2cx =0 mli+ mPO+mgld=0

(—2mw?*+ 2¢)a; + (—miwHay =0 (—mlw?)a;+ (—mlPw’+ mgl)ag =0



(—2muw? + 2¢) —mlw? _0
—mlw? —mPw?+ mgl|
w <m2) +w? (=3em)+ 2 =0
Losung:

3j:\/§£

2 m

W12 =

Modalvektoren:
(—2mw?+ 2¢)ay

ay = flir w = w1, wo

(mlw?)
(1)
a 3.24 1
a l
(2)
a —1.24 1
Ko = ?2) - a® = af? l—1.24]
a l
Uberpriifen mit Rayleigh-Quotienten :
_ 'Ky
- "My
¢) Amplituden:
Losungsart vom Typ der rechten Seite:
x, = acos(Qt) = &, = —a? cos(Nt)

Einsetzen in die Differentialgleichung fiihrt auf:

Die Amplituden kénnen nun tiber die Cramer’sche Regel bestimmt werden

_ 4
a; N
7 — Fy (kn - m1292) 7. — (kn - m1192) Fy
! Fy (k’22 - m2292) 2 (k’21 - m21§22) Fy
N = det(K — Q*M)
_ |¥o (QC—leQ) _ 2002\ _ 2,9 2
7 = 0 (mgl — mi202)| = Fo(mgl — ml“Q°) = Fyml (7 -0
(2 =2mQ?) Fy| 9
ZQ = (0 . leQ) O = mlF()Q

N = det(K — Q*M)

(2c —2mQ?%) (0 —miQ?)
(0 —mlIQ?)  (mgl — mi*Q?)
= (2¢ — 2mQ*)(mgl — ml*Q*) — (mIQ*)?

= (O — W) (2 — )




d) Losung der Bewegungsgleichung mit Hilfe der modalen Transformation: Normierung der
Eigenvektoren:

@1 = C’la(l); (I)Q = CQCL(Q);

Einsetzen in die Normierungsvorschrift:

O MD; = mi?
= (0, =023l; Cy,=097

Modalmatrix:

1 2
® = [y, Dy = F’l @1] _ [0.23l 0.97[]

ol 2| T 074 —1.2

Einfithrung von Hauptschwingungskoordinaten:

x = Pq

Anfangswerte:
-1 1] 1.2 =097 [x,] [1.27 x
= Xron = —— —_ i
@ T T | —o7al 0231 ]]0] " |0.74] 7
do =P '@ =0

mit harmonischem Ansatz folgt fiir die Losung:

[ 1.2 cos(wyt) 1 o
q= I

0.74 cos(wat)| 1

und somit

_10.281 cos(wit) 4 0.721 cos(wat) | Zo
| 0.89(cos(wit) — cos(wat)) l
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3. Aufgabe: (ca. 25 % der Gesamtpunkte)

¢ sin(Q1) m.
l g

o1

777777777777

Am oberen Ende eines in B drehbar gelagerten, masselosen Rahmens ist die Punktmasse m
angebracht. Im Punkt A des Rahmens sind ein Dampfer mit Dampfungskonstante d sowie eine
Feder mit Federsteifigkeit ¢ befestigt. Das System wird durch eine harmonische Bewegung des
oberen Federendes zum Schwingen angeregt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Feder des unausge-
lenkten Systems entspannt.

a) Fithren Sie ein geeignetes Koordinatensystem am Punkt B ein und schneiden Sie das
System frei.

b) Stellen Sie die Schwingungsdifferentialgleichung fir kleine Winkel auf.

¢) Bestimmen Sie die partikulare Losung. Leiten Sie mit Hilfe der komplexen Erweiterung
die Vergroflerungsfunktion her.

d) Bei welchem Frequenzverhéltnissen erreicht die VergroBerungsfunktion V' ein Maximum
oder Minimum (Nachweis erforderlich)?

Geg.:a,b,m,e, Q ¢, d, g



Musterlésung - Aufgabe 3

a)

b)

Freischnitt und KOS:

bsin ¢
m
O p

/

/

F d /g/
2 F T T //
o - //
< o J

Aufstellen der Schwingungsdifferentialgleichung:

Opp—F.acosp+ Fyjacosp —mgbsing = 0

mit:
GB: mb2
F.= cx,
F,=diy

Anmerkung: Erregung im Aufhingepunkt der Feder in Richtung x und xp.

Kinematik:
. = esin(Qt) —a sinp

Tq = asiny

Tq = @ COSPY
Einsetzen liefert:
mb®$ — [esin(Qt) —asinp]ca cosp +da® cos’> pp —mgb sing =0
mit sinp &~ ¢ und cos ¢ = 1 fir kleine Ausschlége folgt:
mb* @ — esin(Qt)ca+ca’p+da*p —mgbp =0
Somit ergibt sich folgende Schwingungsdifferentialgleichung;:

..+da2.+ ca* g|  cae
T T e | YT o

sin( Q1)

Bestimmung der partikuldren Losung durch den Ansatz:

©p = xoV sin(Qt — )

Transformation in Eigenzeit:

d d

& g
" Wi+ 2Dwi + wp = zowp sin(nT)
&9 +2D¢' + ¢ = xgsin(nT)

T = wot =




Losung der Bewegungsgleichung:

allg: ¢ = ¢, + ¢, (homogener Anteil + partkuldrer Anteil)

= Eigenschwingung = suBerer Anregung

hier: Eigenschwingung gedampft — nach auflireichend langer Zeit bleibt Partikulérlésung

iibrig.
Partikularlosung:
Herleitung der Vergroferungsfunktion tiber komplexen Ansatz

©Op = gvei(m—v)

Dies entspricht dem Ansatz rechte Seite mit einer Erweiterung ins Komplexe

\ Im

Eulerformel: e = cos(y) + isin(y) .

Idee: System schwingt gleichfrequent wie Anregung (n7)

aber moglicherweise mit anderer Amplitude (V') und Phasen verschoben (7)

Ansatz in Bewegungsgleichung einsetzen:

©p = gvei(w—v)

@, =i-n- Vel = iny, (Ableitung in Eigenzeit!)

on = —1"pp

= —1°pp + 2Ding, +@p = § - /1 + 4D -

& (—* +2Din+1)-§- V- = g
& (—n* +2Din+ 1)V = &

algebraische Darstellung exponentielle Darstellung



Zeigerdiagramm:

A[m

2DV === m == == = - =

> Re

= V= = V3 (Krafterregung)

Fiir den Phasenwinkel gilt:

( 2Dn >
v = arctan | ——
1—n?

d) Maximum des Verstarkungsfaktors V:

av o1 1 ) o

Damit folgt
444 +8D* =0 n=+1-2D2



